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Infolge der Einwirkung eines achsialen elektrischen Feldes auf einen Elektronen-
strahl bilden sich in einer bestimmten Entfernung Verdichtungen der elektrischen 
Ladung aus. Bringt man an dieser Stelle einen elektromagnetischen Resonator an, in 
welchem die kinetische Energie dieser Elektronenpakete durch Influenzwirkung in 
Hochfrequenzenergie umgewandelt wird, so bildet diese Anordnung einen Laufzeit-
generator (Triftrohr oder Klystron). Die vorliegende Untersuchung befaßt sich mit 
der Frage, ob das Zustandekommen der erwähnten Ladungsverdichtungen (Ballungen) 
durch die Raumladung der Elektronen und somit durch die zwischen denselben vorhan-
denen abstoßenden Kräfte verhindert werden kann; ferner wird der Einfluß dieser 
Raumladung auf den Wirkungsgrad untersucht. 

Die Untersuchung ergibt, daß die abstoßenden Kräfte die Ballung von Elektronen 
nicht verhindern. Diese wird sogar infolge der verlängerten Laufzeit insofern begün-
stigt, als man mit geringeren Aussteuerungen auskommt. Wenn die Raumladung einen 
bestimmten Wert überschreitet, kann keine Ladungs- bzw. Stromspitze am Ende des 
Laufraumes (Raum zwischen Steuerfeld und Resonator) erzielt werden, wie groß die 
Aussteuerung auch sein mag. Diese Spitze rückt dann in das Innere des Laufraumes. 
Unterhalb dieses kritischen Wertes der Raumladung beträgt der Wirkungsgrad 44%. 

Bei dieser Überlegung wurden die Elektronen nur bis zur Stelle ihrer Einholung 
verfolgt. Die nachteilige Wirkung der Raumladung stellt sich erst ein, wenn man ver-
sucht, den Wirkungsgrad durch Zulassung von Überholung der Elektronen zu steigern. 
Bei Annahme eines unendlich kurzen Steuerraumes beträgt er dann ohne Berücksichti-
gung der Raumladung 58%. Innerhalb des Laufraumes findet unter den Elektronen ein 
Energieaustausch statt, demzufolge die Elektronen bei höheren Raumladungen ihre im 
Steuerraum gewonnene Wechselkomponente teilweise verlieren. Ferner kommt noch 
hinzu, daß im Bereich der Überholung ein elektrisches Beschleunigungsfeld, her-
rührend von der Raumladung des Elektronenstrahls, vorhanden ist, welches die Bil-
dung von Ballungen beeinträchtigt. Infolgedessen bewegt sich der Wirkungsgrad je 
nach Größe der Raumladung zwischen 58 und 44%. 

W' i r d ein E lek t ronens t rah l von einem achsialen 
elektrischen Feld (Steuerfeld) beeinflußt, so 

e r f ah ren die Elekt ronen eine Geschwindigkeits-
s teuerung. Die aufe inanderfolgenden Elektronen 
besitzen daher im Rhy thmus dieser Auss teuerung 
versch iedene Geschwind igke i t en und sind im-
stande, sich in einem anschließenden, von äuße-
ren Feldern f re ien Raum ( L a u f r a u m ) einzuholen 
(Abb. 1) . Auf diese Weise entstehen Verdichtun-
gen von Elekt ronen (Ba l lungen) . Bringt man an 
einer solchen Stelle einen auf die Steuerfrequenz 
abgest immtenResonator (Arbe i t s raum) an, so wird 
an ihn durch Induk t ionswi rkung die kinetische 
Energ ie der Elekt ronenpakete als Hochfrequenz-
energie abgegeben. Sorgt man schließlich dafür , 
daß ein Teil dieser Energ ie zu r E r r e g u n g des 
Steuerfeldes zurückgekoppel t wird, dann spricht 

1 Derzeit in Marquartstein-Niedernfels (Obb.). Aus-
zug aus einer 1944 im Auftrage der Reichsstelle für 
Hochfrequenzforschung fertiggestellten Arbeit. 

man von einem Laufze i tgenera tor ( H e i l s c h e r 
Oszillator, T r i f t r oh r , K lys t ron ) . Die Anwendung 
dieser Geschwindigkei tss teuerung zur E r z e u g u n g 
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Abb. 1. Potentialverlauf im Laufraum einer Triftröhre. 
Steuerraum: 0—1; Laufraum: 1—2; Arbeitsraum 

(Energieabgabe) 2—3. 

von Elekt ronenbal lungen bezeichnet man mit 
B r ü c h e und R e c k n a g e l 2 als Phasenfokus -
s ierung. 

2 E. B r ü c h e u. A. R e c k n a g e l , Z. Phvsik 
108, 454 [1938], 
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D e r W i r k u n g s g r a d dieser A n o r d n u n g w u r d e 
in e iner Reihe von Arbe i t en berechnet . Bei 
diesen Un te r suchungen w i r d gewöhnl ich die 
W i r k u n g der L a d u n g der E l e k t r o n e n auf die 
V o r g ä n g e im L a u f r a u m ve rnach läs s ig t . E i n 
Ansa t z zur Abschä tzung dieser W i r k u n g l iegt 
be re i t s bei W e b s t e r 3 vor . In der amer ika -
nischen L i t e r a t u r w u r d e f e r n e r die Raum-
ladung von F u c h s und K o m p f n e r 4 berück-
sichtigt. Eine strenge Theor ie der T r i f t r ö h r e n 
wurde von K ö n i g 5 entwickelt und auf die sog. 
Fe ld fokuss ie rung angewendet, bei der die drei ge-
nannten Räume in einem elektrischen Feld ver-
einigt sind. B o r g n i s und L e d i n e g g 6 unter-
suchen den Einfluß der Raumladung auf die ha r -
monischen Komponenten des Konvekt ionsst romes 
im Arbei t s raum und errechnen einen W i r k u n g s -
grad, der weit unter dem von W e b s t e r angegebe-
nen Wer t von 58% liegt. Als Ursache werden die 
abstoßenden Kräf te zwischen den Elek t ronen an-
gegeben. Der Grund d a f ü r liegt dar in , daß sie die 
elektrische Felds tärke an der Eintr i t tsstel le des 
L a u f r a u m e s vernachlässigen. Diese Annahme ist 
jedoch nicht zulässig. Die negative Raumladung 
im Inne rn des L a u f r a u m e s bindet an der Ein- und 
Austri t tsebene des L a u f r a u m e s elektrische Felder , 
die so gerichtet sind, daß die Elekt ronen bis zu r 
Lauf raummi t t e verzögert und von da ab beschleu-
nigt werden. Wenn man nun an der Eintri t tsstel le 
die Felds tärke verschwinden läßt, so ist diese Be-
d ingung — bei vorhandener R a u m l a d u n g — n u r 
durch ein zusätzliches Beschleunigungsfeld zu 
verwirklichen. In einem Beschleunigungsfeld k a n n 
aber unterhalb bestimmter Geschwindigkei tsunter-
schiede der Elektronen keine E i n h o l u n g stattfin-
den; die Bal lung von Elektronen wi rd daher be-
einträchtigt. 

Die vorliegende Unte r suchung geht aus von der 
Poissonschen Gleichung (1) , der Bewegungsglei-
chung (2) und der Kont inui tä tsgle ichung (3) , 
durch welche die e lek t r i sche F e l d s t ä r k e Gc 
(Volt /cm), die Raumladung q und die Geschwin-
digkeit v miteinander verknüpf t werden : 

e0 div © = o , (1) 

= (2) 

div (Q V) -1" ~~ = 0 , (3) 
Ol 

3 D. L. We b s t e r , J. appl. Physics 10, 501 [1939]. 
4 W. H. J. F u c h s u. R. K o m p f n e r , On space 

Charge effects in velocity modulated electron beams. 

wor in e0 = 8,86 • 1 0 - 1 4 die DK im V a k u u m und 
k = | e/m\ = 17,6 • 1014 das Verhä l tn i s der L a d u n g 
zur Masse eines Elek t rons bedeuten. E s wi rd der 
eindimensionale Fa l l (Elekt ronens t rahl von un-
endlichem Querschni t t ) untersucht . Bei A n n a h m e 
eines seh r ku rzen Steuerfeldes findet innerha lb 
desselben keine Verdichtung statt, u n d somit ist 
der in den L a u f r a u m eintretende Konvektions-
s t rom gleich dem Gleichstrom I g des ungesteuer-
ten Elek t ronens t rah ls . A u s diesen Gleichungen 
berechnet sich die Feldstärke, die ein Elek t ron am 
Ort x z u r Zeit t vorfindet, mit 

® (*,*)— ® (a>x,= — C* — *t); (4> 
eo 

xx und t1 beziehen sich auf die Eintri t tsstelle des 
L a u f r a u m e s . © (a^, t) bedeutet die Fe lds tä rke an 
der Eintr i t tss tel le zu r Zeit t . Gl. (4) läßt sich auch 
unmit te lbar e insehen: auf der l inken Seite der-
selben steht die Differenz der Ladungen an den 
Stirnflächen eines Zyl inders vom Querschnit t 1 
und der L ä n g e x—xx. Sie ist gleich der in diesen 
Zyl inder während der Zeit t — t1 eingeströmten 
Ladung . Die Fe lds tä rke bei xx besteht a u s einem 
zeitlich kons tan ten Anteil E^und einem von der 
S teuerung abhängigen, zeitlich veränderl ichen An-
teil, den w i r durch die zweite Ableitung der F u n k -
tion g ( t ) ausdrücken. Die Felds tärke lautet dann 
(co = 2%f; f = F requenz der S teuerspannung) 

© (X, t) = A ( t - g + Eg + Kg®• (5) 
fc0 tu 

D u r c h Benu tzung einer dimensionslosen Schreib-
weise lassen sich die Beziehungen unabhäng ig 
von der F requenz ausdrücken. W i r f ü h r e n zu 
diesem Zwecke (bei s in-förmiger Auss t eue rung mit 
der Kre i s f requenz w) an Stelle der Zeitwerte t und 
t1 die P h a s e n 9 = wi und = <ofx ein. Die Dif-
ferenz <D (t — tx) = ist dann der „wahre L a u f -
zeitwinkel". Bei fehlender Auss teuerung wi rd die-
ser mit bezeichnet. Die Ortskoordinate x wi rd 
durch den statischen Laufzei twinkel = m x l vg 

ausgedrückt . v = V ^ U g ist die durch die Be-
sch leun igungsspannung Ug definierte Geschwin-
digkeit der Elekt ronen vor Eintr i t t in den Steuer-
raum. Der Index 2 kennzeichnet die Austri t tsstel le 

5 H. W. K ö n i g , Z. Hochfrequenztechn. Elektro-
akust. 62 [1943]. 

6 F. B o r g i i i s u. E. L e d i n e g g , Ann. Physik 
43, 296 [1943], 



des L a u f r a u m e s . Unter q = U1/U ist schließ-
lich das Verhältnis der Steuerwechselspannung 
(Amplitude) zur Gleichspannung zu verstehen. 
Gl. (5) lautet nun in der neuen Schreibweise 

SnOJ 
^ f - ® ( x , t ) = <Pg + P+P'> (99) 

mit p9 = ^-E9, P; '(?) = ^ V ( ? ) 
9 

£„ CO 

9 

(6) 

Das zeitlich konstante Glied Pg (bzw. E ) ge-
winnt man durch folgende Überlegung: i n der 
Mitte des Lauf raumes bildet sich ein Potential-
minimum aus (Abb. 1). An dieser Stelle verschwin-
det die Feldstärke und es ist, fal ls q = 0 , dort 

= Folglich ergibt Gl. (6) 

P = — - <I> . 
9 2 (7) 

Die Elektronengeschwindigkeit vx an der Eintritts-
stelle berechnet sich aus mv\/2=e (Ug+U1 sincp1). 
Bei kurzen Steuer- und Arbeitsfeldern muß wegen 
Vermeidung der Elektronenumkehr in diesen Fel-
dern q < 1 sein. Näherungsweise kann man daher 
schreiben 

vi = 1 + y sin ( f x = 1 + - i - sin {<p — $q). 

(8) 
Durch Integration der Gl. (2) und E in füh rung 
der Konstanten Q 

kl 
Q = 

j A I cm2 ^ cmy2 

£n co2 v 106 V fjyoit ' 9 
(9) 

erhält man f ü r die Geschwindigkeit 

v (x, t) . q . , 

l 9 Z q (10) 

und durch weitere Integration 

2 s i n ( r - V ) ^ 

+ + + ( i i ) 

F ü r q = 0 folgt da raus 

- l . = l ( loa ) 

(11a) 

D i e R a n d b e d i n g u n g d e r A u f g a b e 

In den Ausdrücken f ü r die Geschwindigkeit und 
den wahren Laufze i twinke l ist die Funkt ion 
Pq (9) noch unbekannt. Sie wird aus folgender 
Randbedingung gewonnen. Infolge des gegenseiti-
gen Energieaustausches zwischen den Elektronen 
werden diese den L a u f r a u m mit Geschwindigkei-
ten verlassen, welche verschieden sind von ihren 
Eintrittsgeschwindigkeiten. Unter der Annahme, 
daß sich beide Begrenzungsebenen des Lauf rau-
mes auf demselben Potential befinden und inner-
halb desselben keine äußeren Felder vorhanden 
sind, muß das Linienintegral über die Feldstärke 
verschwinden: 

d.> 

U2= f (£(x ,t) dx= 0 . (12 a) 
0 

Da diese Beziehung unabhängig von der Zeit gel-
ten muß, wird bei der Integration 9 festgehalten 
und man erhält mit Gl. (6) 

02 

[P + P'q' (<P)] $ t + f $ q d $ = 0 . (12) 
0 

Die Ermit t lung der Umkehrfunkt ion <J> ( $ , 9 ) 
aus der Laufzeitgleichung stößt auf erhebliche 
Schwierigkeiten; es ist deshalb vorteilhaft, wenn 
man die Integration nach $ durchführ t : 

•1 

I <Z> 
d<$> 

* d(P 
d<P 

Der in der oberen Grenze noch auftretende wahre 
Laufzeitwinkel muß nachträglich ermittelt wer-
den. Nach entsprechender Zusammenfassung und 
mit Bezug auf Gl. (8) folgt die Bestimmungsglei-
chung f ü r Pq (9) mit 



U, = - J - 2 cos (g> - < f g 

- - 1) s in - ( - s in 9)] (13) 

ö 
worin 

F = $ 2 + Y p » • 

D i e z u l ä s s i g e S t r o m d i c h t e d e s 
E l e k t r o n e n s t r a h l e s 

Um eine L ö s u n g der Gin. (11) und (13) mit 
einfachen Mitteln zu ermöglichen, müssen ein-

0 0,5 1.0 1,5 3 f 2.0 

< 4 . (14) 

In Abb. 2 ist das Verhäl tn is $ . / $ y% 

ler Strömung. Diese durch die abstoßenden Krä f t e 
der Elektronen verursachte S t rahlverbre i te rung 
bedingt eine weitere, viel schärfere E i n s c h r ä n k u n g 
der Stromdichte. Besonders bei k u r z e n Wellen 
können wegen der Kleinheit der Blenden und der 
Hohl raumresona toren n u r ger inge Strahlverbrei-

Abb. 2. Einfluß der Raumladung auf die Erhöhung des 
Laufzeitwinkels. Näherung nach Gl. (17). 

= Laufzeitwinkel bei endlicher Raumladung. 
= Laufzeitwinkel ohne Raumladung. 

schränkende, a u s der P r a x i s sich ergebende An-
nahmen über die Konstante Q gemacht werden. 
Die Stromdichte und somit der W e r t von Q sind 
durch zwei F o r d e r u n g e n beschränk t : durch die 
Vermeidung der E lek t ronenumkehr im L a u f r a u m 
und die St rahlverbre i terung. Gl. (11 a) f ü h r t auf 
eine kubische Gleichung in < 1 n u r dann 
reelle W u r z e l n besitzt, wenn 

x = 1 6 / 9 bzw 

in Abhängig-
keit von x dargestellt . D a s Potent ia l in der Mitte 
des L a u f r a u m e s sinkt bei E lek t ronenumkehr auf 

Bei endlichem St rahlquerschni t t tri t t infolge 
der V e r b r e i t e r u n g E l e k t r o n e n u m k e h r e rs t bei 
höheren Stromdichten auf als bei eindimensiona-

7 G. P 1 a t o , W. K 1 e e n u. H. R o t h e , Z. Phy-
sik 101, 509 [1936], 
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Abb. 3. Erhöhung des Laufzeitwinkels in Abhängig-
keit von der Strahlverbreiterung (-aufspreizung). 

Abb. 4. Konstante Q in Abhängigkeit vom Laufzeit-
winkel, bei verschiedenen Strahlaufspreizungen s. 

I: s Ä =0,44, «^=0,88; II: sK= 0,3, sB= 0,6; 
I I I : sK= 0,2, s Ä = 0 , 4 ; I V : sK= 0,1, s ß = 0 , 2 . 

terungen zugelassen werden. F ü r den runden und 
den rechteckigen Querschnit t wurde die Strahl-
verbrei terung berechnet 8>9. Sie wi rd ausgedrückt 
durch die Verhäl tnisse s Ä -und sE. Bei kre isförmi-
gem Querschnitt ist s R = ( r — r 0 ) / r 0 ( r 0 = Radius 
vor, r nach der Verbre i te rung) , bei rechteckigem 

8 E. E. W a t s o n , Philos. Mag. J. Sei. (7) 3, 849 
[1927]. 

9 F. G. H o u t e r m a n s u. K. H. R i e w e , Arch. 
Elektrotechn. 35, 686 [1941]. 



Querschnit t sE = ( 6 — b 0 ) / b0 (60 = Schmalseite 
des Rechteckes vor, b nach der Verbre i t e rung) . 
A u s dem Ergebn i s der genannten Unte r suchung 
folgt näherungsweise f ü r 

den runden S t rah l : 
den rechteckigen S t rah l : x ^ 2 sK . 

D a r a u s läßt sich mit Hilfe der Abb. 2 bei vor-
gegebener Strahlverbrei terung ermitteln. In 
Abb. 3 ist / $ 2 in Abhängigkei t von s aufge-
tragen. Die Abhängigkei t von Q vom statischen 
Laufze i twinke l ist f ü r einige Werte von s in Abb. 4 
wiedergegeben. Beispielsweise beträgt Q — 0,036 
f ü r sg = 0 , 2 und =- |-7t und fäll t mit wach-
sendem $ 2 we i t e r ab. F ü r eine Wel l en l änge 
von X = 10 cm und eine Gle ichspannung von 
Vg= 3000 Volt ergibt sich da raus nach Gl. (9) 
eine zuläss ige Stromdichte von I g = 2,1 A/cm 2 ; bei 
X = 5 cm würde sie 8,4 A/cm 2 betragen. 

D e r w a h r e L a u f z e i t w i n k e l 

Die Dars te l lung der Umkehr funk t ion ( $ , 9 ) 
a u s der Laufze i tg le ichung (11) f ü h r t auf eine 
Funkt ionenre ihe , deren Konvergenzeigenschaften 
sich selbst bei Vernachläss igung der Raumladung 
schwer übersehen lassen 5 . W i r haben deshalb im 
Integra l der Gl. (12) deren Berechnung durch Ein-
f ü h r u n g einer anderen Integrat ionsvar iablen um-
gangen. In der Best immungsgleichung (13) f ü r 
Pq((p) erscheint jedoch 3>22 als obere Grenze und 
muß nachträgl ich angenäher t ermittelt werden. 
Die Berechnung erfolgt in zwei Schritten. In 
Gl. (11) wi rd zunächs t an Stelle von cp die Ein-
t r i t tsphase e ingeführ t . Mit Rücksicht auf den zu-
lässigen W e r t von q: 1/ (1 + q/2 sin ) ££ 1—ql2 sin 9, 
k a n n man dieselbe auf die F o r m bringen 

(15) 
worin 

= ~ - f - s m g P i ) , 

= — Q(I — sin ^ J , 
( l o a ) 

Mit Hilfe eines von L a g r a n g e angegebenen 
Umkehrsa tzes läßt sich die Lösung ( $ , 9X) der 

Gl. (15) (die in der speziellen Form<I>g=<I>+£ sin S>2 

die Gleichung des Keplerschen Problems ist) 
durch eine P o t e n z r e i h e nach dem zah l enmäß ig 
kleinen Paramete r e entwickeln: 

(16) 

Die Konstante Q beträgt wegen der zuläss igen 
St rahlverbre i terung n u r wenige Prozen te ; daher 
kann auch e als genügend klein angesehen wer-
den, so daß wir f ü r die angestrebte Genauigkei t 
der Lösung nach dem zweiten Glied der Reihe 
abbrechen können : 

= 0 + e h (<P) (17) 

F ü r q = 0 ist der d a r a u s berechnete Laufze i t -
winkel in Abb. 2 gestrichelt eingetragen. In 
dem in F r a g e kommenden Bereich von x liegen 
diese Werte in b r auchba re r Übere ins t immung mit 
den aus Gl. ( I I a ) berechneten. 
A u s Gl. (17) und (15 a ) e rhäl t man schließlich 
den gesuchten w a h r e n Laufze i twinke l un te r Ver-
nachläss igung höhere r Po tenzen von q mit 

- Q \ l 2~ <Pij (18> 

wor in 

2 24 9 

Der nächste Schritt besteht darin, daß man Gl. (18) 
in der Umgebung von <bg entwickelt ; man setzt 

<P = <P +A. 
lt 9i 1 

Durch das Korrek turg l ied A kommt der Einf luß 
der Auss teue rung auf den w a h r e n Laufze i twinke l 
zum Ausdruck . W i r ersetzen dabei in den tr igono-
metrischen Funk t ionen einfach 9, durch $ — . I 9t £ 
Dadurch wird ein Feh le r begangen, der einer Ver-
nachläss igung von Gliedern höherer O r d n u n g in 
A gleichkommt. Der veränderl iche Anteil der Ein-
gangsfelds tärke ist f e rne r eine periodische F u n k -
tion der Zeit und wi r können daher P (9) durch 
eine Four ier -Reihe dars te l len: 



P;' (? — = 4 + 2 4> sin (vy — v$q — yv), 
l 

woraus (19) 
00 2 ^ 

p , ( ? ) = 4 — 2 s in (*' -/*)• 
1 

Darin drückt A0 den durch die Aussteuerung her-
vorgerufenen zusätzlichen Beitrag zum konstan-
ten Anteil Pg (bzw. Eg) aus ; yv ist ein ebenfalls 
noch zu bestimmender Phasenwinkel. Da Pq (9) 
mit q = 0 verschwinden soll, entfallen weitere 
Integrationskonstanten. Das aus Gl. (18) berech-
nete Korrekturglied A enthält nun die noch unbe-
kannten harmonischen Komponenten Av und 
f v . Zur Ermittlung derselben entwickeln wir 
Gl. (13) in der Umgebung von und brechen 
nach dem zweiten Glied ab: 

B i - W + d ^ 4 = ° . 
1-2 9l 

Wir erhalten so eine Beziehung, aus welcher sich 
durch Vergleich der entsprechenden Glieder Be-
st immungsgleichungen f ü r Av und yv ergeben. 
Die Rechnung vereinfacht sich, wenn man berück-
sichtigt, daß x und v.g mit Hinblick auf die zuläs-
sige Strahlverbreiterung von der Größenordnung 1 
sind und daß > 7c sein soll. Das Ergebnis dieser 
Rechnung lautet: 

Wegen des verschiedenen Vorzeichens wirkt A0 

dem statischen Glied Pg entgegen. Die Grund-
schwingung der veränderlichen Eingangsfeld-
stärke ist proportional q und laut Gl. (6) propor-
tional der Stromdichte. Bei nicht allzu kleinen 
Werten von ( > w) sind A0 und Av klein gegen-
über Pg . Wir können daher im Ausdruck f ü r den 
wahren Laufzeitwinkel die von den zeitlichen 
Schwankungen der Raumladung abhängige Funk-
tion Pq (9) mit ihren Ableitungen vernachlässigen 
und erhalten schließlich f ü r den wahren Laufzeit-
winkel 

worin (20) 
0 <$>2 

9 

Mit Q = 1 = 0 ergibt sich daraus die von We b s t e r 
angegebene Lösung mit 

$ = $ 1 $ sin (cp — 0 ) . 1 2 

Die Raumladung im Lauf raum kommt also da-
durch zum Ausdruck, daß im Koeffizienten des 
periodischen Gliedes der Gl. (20) an Stelle des 
statischen Lauf zeit winkels der mit (1 + 8) 
multiplizierte Laufzeitwinkel erscheint. Da die-
ser Koeffizient ein Maß f ü r die Verdichtung der 
Elektronen ist, soll er mit Ballungsmaß bezeichnet 
werden. 

A b n a h m e d e r G e s c h w i n d i g k e i t s -
u n t e r s c h i e d e i m L a u f r a u m 

Durch Einführung der Gl. (20) in Gl. (10) er-
hält man die Elektronengeschwindigkeit im Lauf-

q' . 
räum von der Form v/v g = 1 + y s u i 9X, worin 
q' einen geänderten Aussteuerungsgrad bedeutet. 
Das Verhältnis q / q ist in Abb. 5 in Abhängigkeit 
von = x / d 2 f ü r mehrere Werte von x auf-
getragen. Nach einem anfänglichen leichten An-
stieg nimmt es in der zweiten Hälfte des Lauf-

•-0 

x-1,0 

X'1,32 
1 

x -1p 

x-16/3 

Abb. 5. Aussteuerungsgrad der Geschwindigkeit inner-
halb des Lauf raumes im Verhältnis zur Aussteuerung 

an der Ein t r i t t ss te l le . 



raumes ab. Bei x = 1,32 bzw. xg = 1,82 verschwin-
den die Geschwindigkeitsunterschiede am Ende 
des L a u f r a u m e s ; bei höheren Werten von x findet 
dieser Ausgleich bereits im Inneren des L a u f r a u -
mes statt. 

Ü b e r h o l u n g d e r E l e k t r o n e n . M e h r -
d e u t i g k e i t d e r L ö s u n g 

Nach gegenseitiger Einholung im sog. Treff-
punkt eilen die raschen Elektronen den langsame-
ren voraus, vorausgesetzt , daß die von der Aus-
s teuerung her rührenden Geschwindigkeitsunter-
schiede durch die Raumladung nicht verlorenge-
gangen sind. Man spricht dann von Überholung. 
Mit dieser Ersche inung ist eng verknüpft die 
F r a g e nach der Eindeutigkeit der Lösung der 
Laufzei tgleichung. V o r Erre ichung des Treffpunk-
tes sind an jeder Stelle n u r Elektronen mit glei-
cher Geschwindigkeit und gleichen Laufzei ten 
vorhanden. Entsprechend liefert die Laufzeitglei-
chung eine eindeutige Lösung. Sobald jedoch 
Überholung eintritt, befinden sich an der betreffen-
den Stelle Elekt ronen mit verschiedenen Geschwin-
digkeiten. Ih re Geschwindigkeiten und Laufzei ten 
sind daher nicht mehr eindeutige Funkt ionen. 
Hinsichtlich der Mehrdeutigkeit der Lösung der 
Laufzei tg le ichung muß man zwei Fäl le unter-
scheiden: Dars te l lung des wahren Laufzei twinkels 

als Funk t ion von $ und cpi oder als Funk-
tion von $ und 9. 

Die Lösung ? 1 ) der Gl. (15) durch den 
Laplacesehen Umkehrsa tz führ t auf eine eindeu-
tige Funkt ion , die offenbar n u r f ü r einen Zweig 
derselben gilt, nämlich denjenigen, bei dem in der 
komplexen Zahlenebene dem Punkte $ = 0 der 
Funk t ionswer t = 0 entspricht. Sie versagt in 
der Nähe s ingulärer Stellen. Diese sind in unse-
rem Fal le Verzweigungspunkte , welche bei fest-
gehaltenem 9X definiert sind durch 

= k o n s t = 0 . (21 a) 

Angewendet auf Gl. (15) folgt da raus f ü r kleine 
Werte von q: $ $ ^ = 4 . Dies ist aber nach Gl. (14) 
die Bedingung f ü r Elekt ronenumkehr innerhalb 
des L a u f r a u m e s bei nichtgesteuertem Strahl. Die 
Eindeutigkeit der Umkehr funk t ion 9 J ist 
daher bei den zugelassenen Aussteuerungen so 
lange sinnvoll, als keine Elekt ronenumkehr statt-
findet. Dies ist auch ohne weiteres einzusehen, da 
die Laufzei t eines Elekt rons f ü r einen gegebenen 

Ort und eine bestimmte Eintri t tszeit n u r einen 
Wer t aufweisen kann . 

Betrachtet man hingegen eine Stelle des Lauf -
raumes zu einer Zeitphase 9, dann können, wie 
bereits erwähnt , Elektronen verschiedener Start-
phase an dieser Stelle vorhanden sein und dem-
entsprechend erscheint dann als eine mehrdeu-
tige Funk t ion noch vor Eintr i t t der Elektronen-
umkehr . Die Gültigkeit der Umkehrung $ ( $ , 9 ) 
erstreckt sich wiederum bis zum nächsten Ver-
zweigungspunkt , welcher definiert ist durch 

2<P = 0 . 
qj(f = konst 

(21b) 

Durch diese Beziehung wird die Bedingung f ü r 
die Überholung ausgedrückt . 

Die Dichte der Raumladung ist nach Gl. (1) 
und (6) 

Q = £ 
*© 

0 ~dx = Q 
3 

V c)<p 
I 

wor in o 

An der durch Gl. (21b) definierten Stelle ist da-
her die Dichte der Raumladung unendlich groß. 

Die auf funkt ionentheoret ischem Wege gefun-
dene Bedingung (21 b) ergibt sich auch aus folgen-
der Überlegung. T räg t man in einem Weg-Zeit-Dia-
gramm den Ort x , an welchem sich ein Elektron 
zu r Zeit t befindet, auf , so erhäl t man Bahnkur -
ven, welche die Abszisse bei t = tx schneiden 
(Abb. 6 ) . Der geometrische Ort der Schnittpunkte 
benachbarter Bahnkurven liegt auf der Einhüllen-
den derselben, die in Analogie zur Optik mit Kau-
stik bezeichnet wird 1 0 . L ä n g s derselben gilt 
dx/Bt1 = 3 $ / 3 C p i = 0 und somit ergibt sich bei 
festgehaltenem t bzw. 9 (<p1 = <p — $ ) die Gl. (21b) . 

10 F. B o r g n i s u. E. L e d i n e g g . Z. techn. Phy-
sik 21, 256 [1940]. 

tf tF t 
Abb. 6. Einhüllende der Weg-Zeit-Kurven der Elek-

tronen ohne Berücksicht igung der Raumladung. 



Die bei x = 0 eingeströmte Ladung Igdtx und die 
bei x durchfließende Idt sind einander gleich. Die 
Stromdichte beträgt somit 

1=1 
dtx 

o dt 
= / 

d(p1 

dq 
(22) 

Drückt man x durch t und tx a u s . so daß 
4> = $ (cp, so gilt bei festgehaltenem x bzw. 

0 = —— dq) + - — dcp , 
dcp ocpx 

oder 
d(Px 
dcp I 

Da längs der Einhüllenden der Nenner dieses Aus-
druckes verschwindet, ist die Stromdichte an den 
Stellen der Einholungen unendlich. Die Kaust ik 
besteht aus zwei Ästen (entsprechend der Mehr-
deutigkeit der Laufze i t funkt ion) , die von einem 
Punkte (F) ausgehen. Im Tref fpunkt F, der dem 
Steuer raum nächstgelegenen Stelle der Ein-
holung, besitzt der Strom n u r eine einzige Spitze, 
die mit zunehmendem x und t in zwei Spitzen 
übergeht. Da der Strom eine periodische Funkt ion 
der Zeit ist, läßt er sich in eine Fourier-Reihe 
entwickeln: 

jv<r< 

deren Koeffizienten unter Berücksichtigung der 
Gl. (22) lauten: 

2 71 

/ , ( * ) = — / I{cp)ejv(pdcp 
0 2JI 

2 JI 

V cp dcpJ 

Ohne Berücks ich t igung der Raumladung ist 

r 2 .T 
_ Tv 1 r 

I 2 JT./ ' 

mum von 58% bei q$/2 = 1,84. Bei kleinen Aus-
steuerungen liegt der Treffpunkt, der durch das 
Auftreten einer einzigen Stromspitze gekennzeich-
net ist, bei q<fr/2 = l . Das maximale Stromver-
hältnis liegt daher im Bereich der Elektronen-
überholung und ist an das Auftreten von zwei 
Stromspitzen geknüpft. 

W i r wollen nun unter Berücksichtigung der 
Raumladung die Lage xe bzw. der Treffpunkte 
ermitteln und wenden die Bedingung (21b) auf 
Gl. (11) an. Der so berechnete Wert von ist 

$ (1 —-g- sin cpx) und daher 

/ q<T> \ 
! " dcpx 

= ( 2 3 ) 

I q<I>\ 
worin Jx lv — d i e Besseische Funk t ion v-ter 

Ordnung bedeutet. Im Argument derselben steht 
das Ballungsmaß. Das Verhäl tnis der Grund-
schwingung zum Gleichstrom besitzt ein Maxi-

IiK-1.V 

/tÜL-w i 
S^^L-J, 

'Ii' j\ 
i 

\\ 
1K-1,7 j 

{xMjaf\ 
d 1 i 

2 v2 

Abb. 7. Lage der T re f fpunk te der Elekt ronen (Stellen 
unendlich hoher Stromdichten) in Abhängigke i t vom 

Bal lungsmaß bei sehr kleinen Auss teuerungen . 

noch von cp1 abhängig, welches so gewählt wird, 
daß xe der Eint r i t t sebene des L a u f r a u m e s am 
nächsten liegt (3>e-<-min). Das Ergebnis dieser 
Rechnung ist f ü r sehr geringe Aussteuerungen 
in den Abb. 7 und 8 und f ü r q = 0,3 in Abb. 9 dar-
gestellt. In Abb. 7 und 9 ist xe / d 2 = / $ 2 in 
Abhängigkeit des Ballungsmaßes q® 2 / 2 , in Abb. 8 
hingegen in Abhängigkeit von q $ g J 2 f ü r einige 
Werte von x aufgetragen. Bei verschwindender 
Raumladung füh r t der Ausdruck f ü r , in Über-
e ins t immung mit dem Vorhergehenden, auf 
q $ e / 2 = 1. Die entsprechende Kennlinie in Abb. 7 

ist die Hyperbel = 1 . Der Treff-

punkt liegt beim Ballungsmaß 1 in der Austri t ts-
ebene und rückt mit steigendem Ballungsmaß in 
das Innere des Lauf raumes . Mit zunehmender 
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Abb. 8. Lage der Tref fpunkte in Abhängigkeit von q 

~~2 ^g, bei sehr kleinen Aussteuerungen. 

Raumladung sinkt das erforderl iche Bal lungs-

maß und erreicht bei x = l ,4 den Wer t = 0,835. 
z * 

Gleichzeitig bleibt an dieser Stelle der Wer t von 
q 

— 1 unveränder t ( P u n k t Cx in Abb. 8). Bis 

zu einer bestimmten Stromdichte kommt man also 

mit ger ingeren Auss teuerungen aus . Die Raum-
ladung wi rk t daher auf die Ausbi ldung einer 
Stromspitze nicht defokussierend, sondern unter-
stützt vielmehr durch Ver l änge rung der Laufzei t 
im L a u f r a u m die E inho lung der Elektronen. Stei-
gert man weiterhin die Raumladung (* > 1,4), so 
rückt der T re f fpunk t in das Innere des L a u f r a u -
mes. Entsprechend enden in den Abb. 7 bis 9 die 
Kennlinien auf der gestrichelten Linie Cx—C0, 
l ängs welcher die Paramete rdars te l lung gilt: 

(p $ 1 f i 
q<I> = Y = * / l b 3\ 

9 

Im vorhergehenden Abschnit t wurde festgestellt, 
daß bei einer Raumladungskons tan te von x = 1,32 
am Ende des L a u f r a u m e s die WTechselkompo-
nente der Elektronengeschwindigkei ten verschwin-
det. (Die Abweichung gegenüber x = 1,4 rüh r t 
her von der zugelassenen Näherung durch Ab-
brechen nach dem zweiten Gliede der Gl. (17)). Bei 
höheren Wer ten von x liegen die Stellen verschwin-
dender Auss t eue rung innerhalb des Lau f r aumes , 
decken sich jedoch nicht mit den Endpunkten der 
Kennlinien ( längs Cx—C2), sondern sind diesen 
gegenüber gegen die Austri t tsstel le hin verscho-
ben. In den Abb. 7 bis 9 sind sie durch horizon-
tale Striche gekennzeichnet. L ä n g s C x —C 2 besitzt 
daher die Elektronengeschwindigkei t noch eine 
Wechselkomponente, die jedoch f ü r eine Ein-
ho lung nicht mehr ausreicht , da sich an dieser 
Stelle ein Beschleunigungsfeld befindet. 

Mit Hinblick auf Gl. (20) erhäl t man den Wir-
k u n g s g r a d bei Berücks ich t igung der Raumladung, 
wenn man in Gl. (23) den statischen Laufzei twin-
kel durch ersetzt. F ü r die Grundschwingung 
gilt dann 

= ( 2 4 > 
9 9 2 

D a s Verhä l tn i s / weicht n u r wenig von 
<I>/ <I»0 ab. Der nach Gl. (24) berechnete Wi rkungs -
grad besitzt einen Höchstwer t von 44% längs der 
Kennlinie x = 0. Mit zunehmender Stromdichte 
nimmt er ab. In der Austr i t tsebene behält er je-
doch den Höchstwer t von 44% bei, solange x < 1,4. 

D u r c h Z u l a s s u n g von Überho lung wird der 
W i r k u n g s g r a d erhöht. Dessen Höchstwert be-
t rägt im raumladungs f re ien Fa l l nach W e b s t e r 

11 An Stelle von (1 + 6) ist hierbei der exakte 
W e r t von <t>g aus Gl. ( H a ) zu verstehen. 



58% bei e inem B a l l u n g s m a ß v o n 1,84. D e r T r e f f -
p u n k t l iegt bei = 0,55 ( A b b . 7 ) . D i e s e r h o h e 
W i r k u n g s g r a d se t z t e ine u n v e r m i n d e r t e A u s -
s t e u e r u n g i n n e r h a l b des L a u f r a u m e s v o r a u s . I n -
f o l g e der A b n a h m e d e r W e c h s e l k o m p o n e n t e d e r 
G e s c h w i n d i g k e i t k a n n m a n n u r mi t e i n e r be-
s c h r ä n k t e n W i r k u n g des Ü b e r h o l u n g s e f f e k t e s 
r e c h n e n . A u s de r v o r l i e g e n d e n U n t e r s u c h u n g l ä ß t 
s ich i m m e r h i n e r k e n n e n , d a ß i n n e r h a l b d e r z u -

g e l a s s e n e n S t r o m d i c h t e n W i r k u n g s g r a d e z w i s c h e n 
44 u n d 58% zu e r w a r t e n s ind . 

Z u f o l g e d e r Gl . ( 9 ) s te igt die z u l ä s s i g e S t r o m -
d ich te bei v o r g e g e b e n e m Q mit a b n e h m e n d e r W e l -
l e n l ä n g e r a s c h a n . D e r H o c h t a s t b e t r i e b v o n T r i f t -
r ö h r e n e igne t s i c h d a h e r b e s o n d e r s f ü r k u r z e 
W e l l e n . 

Meinem Mitarbei ter Hrn. H. P a c h m a n n ( P r a g ) 
danke ich f ü r die P r ü f u n g der Ergebnisse dieser Arbeit . 

N O T I Z E N 

Zur Existenz von zwei Massenwerten 
für Mesonen 

Von K u r t H o g r e b e 

P h y s i k a l i s c h e s I n s t i t u t de r U n i v e r s i t ä t H e i d e l b e r g 

(Z. Naturforschg. 3 a, 61 [1948]; eingegangen am 21. Dez. 1947) 

Kürzl ich wurde von L a t t e s , O c c h i a l i n i und 
P o w e l l 1 die Exis tenz von zwei Mesonen verschie-
dener Masse festgestel l t . Sie fanden, daß der Massen-
unterschied kleiner als 100 m e (m e = Elek t ronen-
masse) und das Massenverhältnis größer als 1,5 ist. 
Diese beiden Ungleichungen sind nu r dann e r fü l lba r , 
wenn die schwerere Mesonenmasse < 300 m e und die 
leichtere < 200 m e ist. 

Dies veranlaßte mich zu einer s tat is t ischen Aus-
wer tung von 56 in der Arbei t von F r e t t e r 2 und 
der Zusammenstel lung von H u g h e s 3 mi tgete i l ten 
Meßergebnissen, die Mesonenmassen zwischen 100 und 
300 m e l ieferten. Hierbei wurden die Meßergebnisse 
unter 100 m e nicht berücksicht igt , da die Beobachter 
h i e r fü r Fehlergrenzen > 100 m e angeben. Ebenso 
wurden die in den obengenannten Arbei ten enthal-
tenen 6 Massenwerte über 300 m e von der Betrach-
tung ausgeschlossen, weil sie sich auf Grund der an-
gegebenen Fehlergrenzen nicht auf Mesonenmassen 
un te r 300 m e beziehen können. Die rest l ichen 56 Mas-
senwer te wurden entsprechend den angegebenen Feh-
lergrenzen mit Gewichten versehen; die dann sich er-
gebende Ver te i lungskurve wurde nach der Methode 
der kleinsten Quadrate ausgeglichen. 

Das Ergebnis läßt eine H ä u f u n g der Massenwerte 
bei mi = 237 m e und m2 = 171 m e e rkennen (Abb. 1). 
In der Abbildung sind die mit den jeweil igen Gewich-
ten multiplizierten Häufigkeiten der Massenwerte, f ü r 
je 10 m e-Einheiten zusammengefaßt , in Abhängigkei t 
von den gemessenen Massenwerten au fge t r agen . Zum 
Vergleich ist die zweikomponentige Gaußsche Fehler -
ku rve eingetragen, die sich aus der Ausgle ichung er-
gibt. Die weitere Auswertung zeigt, daß die Verteilung 
der Meßwerte um die beiden P u n k t e Wi = 237 m e 

1 C. N. G. L a t t e s , G. P. S. O c c h i a l i n i u. 
C F P o w e l l , Na ture [London] 159, 694 [1947]; 
160, 453, 486 [1947]. 

und m2 = 171 m e ganz zufal lsmäßig ist; systematische 
Abweichungen von der Feh le rku rve t r e t en nicht mehr 
auf. Die Genauigkei t der beiden angegebenen Massen-
wer te mi = 237 m e und m2 = 171m e be t r äg t e twa 
± 10 m e . 

Das Massenverhäl tnis ist 1,39, also kleiner als das 
von Lat tes , Occhialini und Powell im Mittel gefun-

120 110 160 180 200 320 2W 260 280 300me 

Mesonenmasse —* 

Abb. 1. Relat ive Häuf igkei t der gewogenen Meßergeb-
nisse in Abhängigkei t von der gemessenen Mesonen-

masse. 

dene Verhä l tn i s von 1,9. E s ist daher f ragl ich , ob man 
die W e r t e von 237 m e und 171 m e dem jt- bzw. ^-Meson 
dieser Autoren zuordnen kann, oder ob dem jt-Meson 
ein d r i t t e r Massenwert zwischen 300 und 450 m e zu-
kommt. Fa l l s man jedoch annimmt, daß die Masse des 
ji-Mesons 171 m e ist, so würde nach Über legungen von 
Lat tes , Occhialini und Powell ein Massenverhäl tnis 
von 1,39 auf Grund der gemessenen Reichweite der 
jx-Mesonen von 614 ^ Emulsion bedeuten, daß das beim 
Zer fa l l des jt-Mesons mi terzeugte zweite, nicht ioni-
s ierende Teilchen eine Masse hat, die klein gegen die 
Mesonenmassen ist. 

2 Wil l iam B. F r e t t e r , Physic. Rev. 70, 625 
[1946], 

Donald J . H u g h e s , Physic. Rev. 71, 387 [1947]. 


