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Einfluf der Raumladung auf die Phasenfokussierung von Elektronenstrahlen

Von JoHANNES LABuUs?
(Z. Naturforschg. 3a, 52—61 [1948]; eingegangen am 14. April 1947)

Infolge der Einwirkung eines achsialen elektrischen Feldes auf einen Elektronen-
strahl bilden sich in einer bestimmten Entfernung Verdichtungen der elektrischen
Ladung aus. Bringt man an dieser Stelle einen elektromagnetischen Resonator an, in
welchem die kinetische Energie dieser Elektronenpakete durch Influenzwirkung in
Hochfrequenzenergie umgewandelt wird, so bildet diese Anordnung einen Laufzeit-
generator (Triftrohr oder Klystron). Die vorliegende Untersuchung befafit sich mit
der Frage, ob das Zustandekommen der erwihnten Ladungsverdichtungen (Ballungen)
durch die Raumladung der Elektronen und somit durch die zwischen denselben vorhan-
denen abstofenden Krifte verhindert werden kann; ferner wird der Einflufl dieser
Raumladung auf den Wirkungsgrad untersucht.

Die Untersuchung ergibt, dall die abstofienden Kr#fte die Ballung von Elektronen
nicht verhindern. Diese wird sogar infolge der verlingerten Laufzeit insofern begiin-
stigt, als man mit geringeren Aussteuerungen auskommt. Wenn die Raumladung einen
bestimmten Wert iiberschreitet, kann keine Ladungs- bzw. Stromspitze am Ende des
Laufraumes (Raum zwischen Steuerfeld und Resonator) erzielt werden, wie grof die
Aussteuerung auch sein mag. Diese Spitze riickt dann in das Innere des Laufraumes.
Unterhalb dieses kritischen Wertes der Raumladung betrédgt der Wirkungsgrad 44%.

Bei dieser Uberlegung wurden die Elektronen nur bis zur Stelle ihrer Einholung
verfolgt. Die nachteilige Wirkung der Raumladung stellt sich erst ein, wenn man ver-
sucht, den Wirkungsgrad durch Zulassung von Uberholung der Elektronen zu steigern.
Bei Annahme eines unendlich kurzen Steuerraumes betréigt er dann ohne Beriicksichti-
gung der Raumladung 58%. Innerhalb des Laufraumes findet unter den Elektronen ein
Energieaustausch statt, demzufolge die Elektronen bei héheren Raumladungen ihre im
Steuerraum gewonnene Wechselkomponente teilweise verlieren. Ferner kommt noch
hinzu, daf im Bereich der Uberholung ein elektrisches Beschleunigungsfeld, her-
riihrend von der Raumladung des Elektronenstrahls, vorhanden ist, welches die Bil-
dung von Ballungen beeintréchtigt. Infolgedessen bewegt sich der Wirkungsgrad je
nach Grofe der Raumladung zwischen 58 und 44%.

man von einem Laufzeitgenerator (Heilscher
Oszillator, Triftrohr, Klystron). Die Anwendung
dieser Geschwindigkeitssteuerung zur Erzeugung

01

Wird ein Elektronenstrahl von einem achsialen

elektrischen Feld (Steuerfeld) beeinflulit, so
erfahren die Elektronen eine Geschwindigkeits-
steuerung. Die aufeinanderfolgenden Elektronen
besitzen daher im Rhythmus dieser Aussteuerung
verschiedene Geschwindigkeiten und sind im-
stande, sich in einem anschliefenden, von &ulle-
ren Feldern freien Raum (Laufraum) einzuholen Y
(Abb.1). Auf diese Weise entstehen Verdichtun-
gen von Elektronen (Ballungen). Bringt man an X=X=-0
einer solchen Stelle einen auf die Steuerfrequenz A A &
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abgestimmten Resonator (Arbeitsraum) an, so wird
an ihn durch Induktionswirkung die kinetische
Energie der Elektronenpakete als Hochfrequenz-
energie abgegeben. Sorgt man schlieflich dafiir,
daB ein Teil dieser Energie zur Erregung des
Steuerfeldes zuriickgekoppelt wird, dann spricht

1 Derzeit in Marquartstein-Niedernfels (Obb.). Aus-

zug aus einer 1944 im Auftrage der Reichsstelle fiir
Hochfrequenzforschung fertiggestellten Arbeit.

Abb. 1. Potentialverlauf im Laufraum einer Triftrohre.
Steuerraum: 0—1; Laufraum: 1—2; Arbeitsraum
(Energieabgabe) 2—3.

von Elektronenballungen bezeichnet man mit
Briiche und Recknagel? als Phasenfokus-
sierung.

2E. Briiche u.

A. Recknagel, Z.
108, 454 [1938].
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Der Wirkungsgrad dieser Anordnung wurde
in einer Reihe von Arbeiten berechnet. Bei
diesen Untersuchungen wird gewdhnlich die
Wirkung der Ladung der Elektronen auf die
Vorginge im Laufraum vernachldssigt. Ein
Ansatz zur Abschitzung dieser Wirkung liegt
bereits bei Webster?® vor. In der amerika-
nischen Literatur wurde ferner die Raum-
ladung von Fuchs und Kompfner?* beriick-
sichtigt. Eine strenge Theorie der Triftrohren
wurde von K6nig? entwickelt und auf die sog.
Feldfokussierung angewendet, bei der die drei ge-
nannten Ridume in einem elektrischen Feld ver-
einigt sind. Borgnis und Ledinegg?® unter-
suchen den Einfluf der Raumladung auf die har-
monischen Komponenten des Konvektionsstromes
im Arbeitsraum und errechnen einen Wirkungs-
grad, der weit unter dem von Webster angegebe-
nen Wert von 58% liegt. Als Ursache werden die
abstoflenden Krifte zwischen den Elektronen an-
gegeben. Der Grund dafiir liegt darin, daf} sie die
elektrische Feldstirke an der Eintrittsstelle des
Laufraumes vernachlissigen. Diese Annahme ist
jedoch nicht zuldssig. Die negative Raumladung
im Innern des Laufraumes bindet an der Ein- und
Austrittsebene des Laufraumes elektrische Felder,
die so gerichtet sind, daf die Elektronen bis zur
Laufraummitte verzogert und von da ab beschleu-
nigt werden. Wenn man nun an der Eintrittsstelle
die Feldstirke verschwinden 1ift, so ist diese Be-
dingung — bei vorhandener Raumladung — nur
durch ein zusitzliches Beschleunigungsfeld zu
verwirklichen. In einem Beschleunigungsfeld kann
aber unterhalb bestimmter Geschwindigkeitsunter-
schiede der Elektronen keine Einholung stattfin-
den; die Ballung von Elektronen wird daher be-
eintréchtigt.

Die vorliegende Untersuchung geht aus von der
Poissonschen Gleichung (1), der Bewegungsglei-
chung (2) und der Kontinuititsgleichung (3),
durch welche die elektrische Feldstirke €
(Volt/em), die Raumladung ¢ und die Geschwin-
digkeit » miteinander verkniipft werden:

g divE=o, (1)
mi—i:e@, )
div (o) + % =0, ®)

3D.L.Webster, J. appl. Physics 10, 501 [1939].

4+ W.H J. Fuchs u. R. Kompfner, On space
charge effects in velocity modulated electron beams.

worin ¢, = 8,86-10—14 die DK im Vakuum und
k = |e/m| = 17,6-1014 das Verhiltnis der Ladung
zur Masse eines Elektrons bedeuten. Es wird der
eindimensionale Fall (Elektronenstrahl von un-
endlichem Querschnitt) untersucht. Bei Annahme
eines sehr kurzen Steuerfeldes findet innerhalb
desselben keine Verdichtung statt, und somit ist
der in den Laufraum eintretende Konvektions-
strom gleich dem Gleichstrom I, des ungesteuer-
ten Elektronenstrahls. Aus diesen Gleichungen
berechnet sich die Feldstirke, die ein Elektron am
Ort z zur Zeit ¢ vorfindet, mit

I
®(x7t)—@(x17t)=8_y(t_t1); (4)

x, und t, beziehen sich auf die Eintrittsstelle des
Laufraumes. € (z,,t) bedeutet die Feldstéirke an
der Eintrittsstelle zur Zeit ¢. Gl. (4) 148t sich auch
unmittelbar einsehen: auf der linken Seite der-
selben steht die Differenz der Ladungen an den
Stirnflichen eines Zylinders vom Querschnitt 1
und der Linge z—z, . Sie ist gleich der in diesen
Zylinder wahrend der Zeit t —¢, eingestromten
Ladung. Die Feldstérke bei z, besteht aus einem
zeitlich konstanten Anteil E und einem von der
Steuerung abhingigen, zeitlich veréinderlichen An-
teil, den wir durch die zweite Ableitung der Funk-
tion g (t) ausdriicken. Die Feldstarke lautet dann
(0 = 2= f; f = Frequenz der Steuerspannung)

I 1. -

(&(x,t>=e—:<t——tl)+ E,+ 5§0.
Durch Benutzung einer dimensionslosen Schreib-
weise lassen sich die Beziehungen unabhingig
von der Frequenz ausdriicken. Wir fiihren zu
diesem Zwecke (bei sin-férmiger Aussteuerung mit
der Kreisfrequenz ») an Stelle der Zeitwerte ¢ und
t, die Phasen ¢ = i und ¢, = of, ein. Die Dif-
ferenz o (t—t,) = @, ist dann der ,,wahre Lauf-
zeitwinkel“. Bei fehlender Aussteuerung wird die-
ser mit @, bezeichnet. Die Ortskoordinate # wird
durch den statischen Laufzeitwinkel ® = w 2/ v,
ausgedriickt. vg=V2kinst die durch die Be-
schleunigungsspannung U, definierte Geschwin-
digkeit der Elektronen vor Eintritt in den Steuer-
raum. Der Index 2 kennzeichnet die Austrittsstelle

5 H W. Koénig, Z. Hochfrequenztechn. Elektro-
akust. 62 [1943].

6 F. Borgnis u. E.Ledinegg, Ann. Physik
43, 296 [1943].
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des Laufraumes. Unter ¢ = U,/U, ist schlieB-
lich das Verhltnis der Steuerwechselspannung
(Amplitude) zur Gleichspannung zu verstehen.
Gl. (5) lautet nun in der neuen Schreibweise

w 17
22 G @, )=, + P, + P! ()
7 6)
i & @ ” &E O,
mit P, = =—E,, P/ (9) = ~"~¢" ().
9 9

Das zeitlich konstante Glied Py (bzw. Eg) ge-
winnt man durch folgende Uberlegung: In der
Mitte des Laufraumes bildet sich ein Potential-
minimum aus (Abb.1). An dieser Stelle verschwin-
det die Feldstirke und es ist, falls ¢ =0, dort
®, =9, /2. Folglich ergibt Gl. (6)

1

sz_?éﬂe. (7)

Die Elektronengeschwindigkeit v, an der Eintritts-
stelle berechnet sich aus m v!2=e (Ug +U, sing,).
Bei kurzen Steuer- und Arbeitsfeldern mufl wegen
Vermeidung der Elekironenumkehr in diesen Fel-
dern q <1 sein. Ndherungsweise kann man daher
schreiben

v fv,=1+ —g—sin @, =1+ igfsin (p—D).
®

Durch Integration der GI. (2) und Einfiihrung
der Konstanten @

kT A/em? semyy
o=—2 D G
& 0%, 1067 U Volt

erhélt man fiir die Geschwindigkeit
2 (
@ \Jf,t) :1+%sin(g) — )

Yy (10)

1
+0l3 B8 B0 — B —9,))

und durch weitere Integration

D= (1 +g—sin (p — Q)q)) A

1 1
rolsei+ 2

5 P B+ Py (g)

(11)

—Pg—®)— @, P (g —D).

Fiir ¢ = 0 folgt daraus

v 1 2 1
.A{Z_;_l—lr- ?QGE,—?QSPQQ)%, (10 a)

1 1
P=,40 (50— @)
(11 a)
1
(1)2:(1392—‘]?@@)3! « . o

Die Randbedingung der Aufgahe

In den Ausdriicken fiir die Geschwindigkeit und
den wahren Laufzeitwinkel ist die Funktion
P, (9) noch unbekannt. Sie wird aus folgender
Randbedingung gewonnen. Infolge des gegenseiti-
gen Energieaustausches zwischen den Elektronen
werden diese den Laufraum mit Geschwindigkei-
ten verlassen, welche verschieden sind von ihren
Eintrittsgeschwindigkeiten. Unter der Annahme,
daBl sich beide Begrenzungsebenen des Laufrau-
mes auf demselben Potential befinden und inner-
halb desselben keine dufBeren Felder vorhanden
sind, mufl das Linienintegral iiber die Feldstirke
verschwinden:

dy
Lg:f(&(x,t)dx:o. (12 )
0

Da diese Beziehung unabhiingig von der Zeit gel-
ten mull, wird bei der Integration ¢ festgehalten
und man erhilt mit Gl. (6)

D2
B, + P/ (@) B, + [ B, a0 =0. ()
0

Die Ermittlung der Umkehrfunktion o, (2,9)
aus der Laufzeitgleichung stoft auf erhebliche
Schwierigkeiten; es ist deshalb vorteilhaft, wenn
man die Integration nach @, durchfiihrt:

(1)’12
dd
0 q

Der in der oberen Grenze noch auftretende wahre
Laufzeitwinkel mul nachtriglich ermittelt wer-
den. Nach entsprechender Zusammenfassung und
mit Bezug auf Gl. (8) folgt die Bestimmungsglei-
chung fiir P, (9) mit
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U,=F(@®,) — % [®,, cos(p — D)

— (P, — 1)sin(p — @) (—sing)]  (13)
{I)éh

+ B, P (@) +0 [ B (g—D)dd, =0,
0
worin

1, 1 1,
F=,F,+ ;- $+0 (5 B+ 5 B 0.

Die zuldssige Stromdichte des
Elektronenstrahles

Um eine Losung der Gln. (11) und (13) mit
einfachen Mitteln zu ermdglichen, miissen ein-
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Abb. 2. Einflufl der Raumladung auf die Erhohung des
Laufzeitwinkels. --------- Niherung nach Gl. (17).
®,, = Laufzeitwinkel bei endlicher Raumladung.

@, = Laufzeitwinkel ohne Raumladung.

schriankende, aus der Praxis sich ergebende An-
nahmen iiber die Konstante @ gemacht werden.
Die Stromdichte und somit der Wert von ¢ sind
durch zwei Forderungen beschrénkt: durch die
Vermeidung der Elektronenumkehr im Laufraum
und die Strahlverbreiterung. Gl. (11a) fiihrt auf
eine kubische Gleichung in @ g,/ @5, die nur dann
reelle Wurzeln besitzt, wenn

x=0Q $,<16/9 bzw. z =Q P, <4. (19

In Abb.2 ist das Verhiltnis ® , /®, in Abhéngig-
keit von x dargestellt. Das Potential in der Mitte
des Laufraumes sinkt bei Elektronenumkehr auf
.U,

Bei endlichem Strahlquerschnitt tritt infolge
der Verbreiterung Elektronenumkehr erst bei
hoheren Stromdichten auf als bei eindimensiona-

7G.Plato, W.Kleen u. H Rothe, Z. Phy-
sik 101, 509 [1936].

ler Stromung. Diese durch die abstofenden Kréfte
der Elektronen verursachte Strahlverbreiterung
bedingt eine weitere, viel schiarfere Einschrinkung
der Stromdichte. Besonders bei kurzen Wellen
konnen wegen der Kleinheit der Blenden und der
Hohlraumresonatoren nur geringe Strahlverbrei-
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Abb. 3. Erhohung des Laufzeitwinkels in Abhingig-
keit von der Strahlverbreiterung (-aufspreizung).
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Abb. 4. Konstante @ in Abhéngigkeit vom Laufzeit-
winkel, bei verschiedenen Strahlaufspreizungen s.
I: sp=044, s,=088; II: sz=03, sp=06;
II1: 8,=0,2, sz=04; IV: s=0,1, 5,=0.2.

L

g é q [ é

terungen zugelassen werden. Fiir den runden und
den rechteckigen Querschnitt wurde die Strahl-
verbreiterung berechnet ®°. Sie wird ausgedriickt
durch die Verhiltnisse s z und sz. Bei kreisférmi-
gem Querschnitt ist s ;= (r—r )/ 7, (r, = Radius
vor, r nach der Verbreiterung), bei rechteckigem

s E. E. Watson, Philos. Mag. J. Sci. (7) 3, 849
[1927].

8 F. G. Houtermans u. K. H . Riewe, Arch.
Elektrotechn. 35, 686 [1941].
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Querschnitt s, = (b—b,)/b, (b, = Schmalseite
des Rechteckes vor, b nach der Verbreiterung).
Aus dem Ergebnis der genannten Untersuchung
folgt ndherungsweise fiir

den runden Strahl: x£24s,,
den rechteckigen Strahl: x222s,.

Daraus 140t sich mit Hilfe der Abb.2 bei vor-
gegebener Strahlverbreiterung @, ermitteln. In
Abb.3 ist ¢, /@, in Abhanglgkelt von s aufge-
tragen. Die Abhanglgkelt von @ vom statischen
Laufzeitwinkel ist fiir einige Werte von s in Abb.4
wiedergegeben. Beispielsweise betrigt @ = 0,036
fir s, = 0,2 und ®, =2 = und fallt mit wach-
sendem @, weiter ab. Fiir eine Wellenlinge
von A =10 cm und eine Gleichspannung von
U, = 3000 Volt ergibt sich daraus nach Gl. (9)
eine zulédssige Stromdichte von I, =21 A/em?; bei
A =5cm wiirde sie 8,4 A/ecm? betragen.

Der wahre Laufzeitwinkel

Die Darstellung der Umkehrfunktion o, (®,9)
aus der Laufzeitgleichung (11) fiihrt auf eine
Funktionenreihe, deren Konvergenzeigenschaften
sich selbst bei Vernachlidssigung der Raumladung
schwer tibersehen lassen® Wir haben deshalb im
Integral der Gl. (12) deren Berechnung durch Ein-
fithrung einer anderen Integrationsvariablen um-
gangen. In der Bestimmungsgleichung (13) fiir
P () erscheint jedoch @ als obere Grenze und
mull nachtriglich anvenahert ermittelt werden.
Die Berechnung erfolgt in zwei Schritten. In
Gl. (11) wird zuniichst an Stelle von ¢ die Ein-
trittsphase ¢, eingefiihrt. Mit Riicksicht auf den zu-
lassigen Wertvong:1/(1+¢q/2sing )2 1—¢/2sing,
kann man dieselbe auf die Form bringen

P =D+eh(D), (15)
worin
@:@(1—%@[1%) ,
) q .
e:—Q(l ——é—smgu]), (15 a)
1 1
7‘@7):'6@2_1@3%
+ P, (9 + P)—F (0)—P, P (g,)-

Mit Hilfe eines von Lagrange angegebenen
Umkehrsatzes labt sich die Losung @, (®,9,) der

Gl. (15) (die in derspez1ellenFormd> =P tesin®,
die Gleichung des Keplerschen Problems 1st)
durch eine Potenzreihe nach dem zahlenmiBig
kleinen Parameter ¢ entwickeln:

@, (P)=

) e
Bt eh () + 57— 1 (8]
q

(16)
€3 P .
+ w 9@53 [h (éq)](j,‘i‘

Die Konstante @ betrigt wegen der zuléssigen
Strahlverbreiterung nur wenige Prozente; daher
kann auch e als geniigend klein angesehen wer-
den, so daB wir fiir die angestrebte Genauigkeit
der Losung nach dem zweiten Glied der Reihe
abbrechen konnen:

17)

Fiir ¢ =0 ist der daraus berechnete Laufzeit-
winkel ® ~in Abb.2 gestrichelt eingetragen. In
dem in Frage kommenden Bereich von x liegen
diese Werte in brauchbarer Ubereinstimmung mit
den aus Gl. (11a) berechneten.

Aus Gl. (17) und (15a) erhilt man schlieflich
den gesuchten wahren Laufzeitwinkel unter Ver-
nachldssigung héherer Potenzen von ¢ mit

@q:@—{—eh(‘ﬁ).

b, =D, (1 — % (1 + 0,) sin @1)

—Q (1 — ,g, sin (pl) (18)
:P,I(QH + qg) - Pq ((p1) — (I_)P; (q)l)} 9
worin
8=
9 = ﬂ b xg .

Der néchste Schritt besteht darin, dafl man G1.(18)
in der Umgebung von d)g’ entwickelt; man setzt

q)’h:(pyz_,_—j'

Durch das Korrekturglied A kommt der Einflufl
der Aussteuerung auf den wahren Laufzeitwinkel
zum Ausdruck. Wir ersetzen dabei in den trigono-
metrischen Funktionen einfach ¢, durch B~y
Dadurch wird ein Fehler begangen, der einer Ver-
nachléssigung von Gliedern héherer Ordnung in
A gleichkommt. Der verdnderliche Anteil der Ein-
gangsfeldstirke ist ferner eine periodische Funk-
tion der Zeit und wir koénnen daher P, (¢) durch
eine Fourier-Reihe darstellen:
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Pl(g—O)=d,+ D A,sin(wg—v®,—7,),
1
woraus

P, (9)=

19)
@ 1 .
B —ZFAvsm(vq) — 7))
1

Darin driickt 4, den durch die Aussteuerung her-
vorgerufenen zusitzlichen Beitrag zum konstan-
ten Anteil P, (bzw. E ) aus; v, ist ein ebenfalls
noch zu bestimmender Phasenwinkel. Da P, (¢)
mit ¢ =0 verschwinden soll, entfallen weitere
Integrationskonstanten. Das aus Gl. (18) berech-
nete Korrekturglied A enthilt nun die noch unbe-
kannten harmonischen Komponenten A4, und
Yy. Zur Ermittlung derselben entwickeln wir
Gl. (13) in der Umgebung von ®, und brechen
nach dem zweiten Glied ab:

9U2) 1
b ) A=0.

a2 92

U= U, @)+

Wir erhalten so eine Beziehung, aus welcher sich
durch Vergleich der entsprechenden Glieder Be-
stimmungsgleichungen fiir 4, und ¥, ergeben.
Die Rechnung vereinfacht sich, wenn man bertick-
sichtigt, daff x und %, mit Hinblick auf die zulds-
sige Strahlverbreiterung von der Gréfienordnung 1
sind und daff @, > = sein soll. Das Ergebnis dieser
Rechnung lautet:

(2
Aoﬁ_lj(l"r%)Pg’
_ q 1
Al—_i g 9

2
A, %% @, (1+ 0,) P, usw.

Wegen des verschiedenen Vorzeichens wirkt 4,
dem statischen Glied P, entgegen. Die Grund-
schwingung der verdnderlichen Eingangsfeld-
stiarke ist proportional ¢ und laut Gl. (6) propor-
tional der Stromdichte. Bei nicht allzu kleinen
Werten von @, (> =) sind 4, und 4, klein gegen-
iiber P, . Wir konnen daher im Ausdruck fiir den
Wahren Laufzeitwinkel die von den zeitlichen
Schwankungen der Raumladung abhéngige Funk-
tion P, (¢) mit ihren Ableitungen vernachlédssigen
und erhalten schlieBlich fiir den wahren Laufzeit-
winkel

b, =9, ——d') (1 + 0) sin (p — P

worin

(20)
5= L Q‘D (&, — D).

Mit Q =3 = 0 ergibt sich daraus die von Webster
angegebene Losung mit

— 9 &g
qf’q—@——gtpsm((p—@.

Die Raumladung im Laufraum kommt also da-
durch zum Ausdruck, daf im Koeffizienten des
periodischen Gliedes der Gl. (20) an Stelle des
statischen Laufzeitwinkels ®, der mit (1 +3)
multiplizierte Laufzeitwinkel @, erscheint. Da die-
ser Koeffizient ein Maf fiir die Verdichtung der
Elektronen ist, soll er mit Ballungsmaf bezeichnet
werden.

Abnahme der Geschwindigkeits-
unterschiede im Laufraum

Durch Einfiihrung der Gl. (20) in Gl. (10) er-

hilt man die Elektronengeschwindigkeit im Lauf-
/

raum von der Form v/vg =1+ %sin ®,,worin
q einen geiinderten Aussteuerungsgrad bedeutet.
Das Verhiltnis ¢’/ q ist in Abb. 5 in Abhédngigkeit
von ®/®, = x/d, fiir mehrere Werte von x auf-
getragen. Nach einem anfinglichen leichten An-
stieg nimmt es in der zweiten Hilfte des Lauf-

N
q
14
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Abb. 5. Aussteuerungsgrad der Geschwindigkeit inner-
halb des Laufraumes im Verhiltnis zur Aussteuerung
an der Eintrittsstelle.
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raumes ab. Bei x = 1,32 hzw. x, = 1,82 verschwin-
den die Geschwindigkeitsunterschiede am Ende
des Laufraumes; bei hoheren Werten von x findet
dieser Ausgleich bereits im Inneren des Laufrau-
mes statt.

Uberholung der Elektronen. Mehr-
deutigkeit der Losung

Nach gegenseitiger Einholung im sog. Treff-
punkt eilen die raschen Elektronen den langsame-
ren voraus, vorausgesetzt, dal die von der Aus-
steuerung herriihrenden Geschwindigkeitsunter-
schiede durch die Raumladung nicht verlorenge-
gangen sind. Man spricht dann von Uberholung.
Mit dieser Erscheinung ist eng verkniipft die
Frage nach der Eindeutigkeit der Lésung der
Laufzeitgleichung. Vor Erreichung des Treffpunk-
tes sind an jeder Stelle nur Elektronen mit glei-
cher Geschwindigkeit und gleichen Laufzeiten
vorhanden. Entsprechend liefert die Laufzeitglei-
chung eine eindeutige Losung. Sobald jedoch
Uberholung eintritt, befinden sich an der betreffen-
den Stelle Elektronen mit verschiedenen Geschwin-
digkeiten. Thre Geschwindigkeiten und Laufzeiten
sind daher nicht mehr eindeutige Funktionen.
Hinsichtlich der Mehrdeutigkeit der Losung der
Laufzeitgleichung muf man zwei Fille unter-
scheiden: Darstellung des wahren Laufzeitwinkels
@, als Funktion von ® und ¢, oder als Funk-
tion von ® und ¢.

Die Losung D, (®, ¢,) der Gl (15) durch den
Laplaceschen Umkehrsatz fiihrt auf eine eindeu-
tige Funktion, die offenbar nur fiir einen Zweig
derselben gilt, ndmlich denjenigen, bei dem in der
komplexen Zahlenebene dem Punkte & =0 der
Funktionswert @, =0 entspricht. Sie versagt in
der Nihe singulérer Stellen. Diese sind in unse-
rem Falle Verzweigungspunkte, welche hei fest-
gehaltenem ¢, definiert sind durch
(7@/(7@q/([1:konst =0. (21 a)
Angewendet auf Gl. (15) folgt daraus fiir kleine
Werte von gq: @ @, =4. Dies ist aber nach Gl. (14)
die Bedingung fur Elektronenumkehr innerhalb
des Laufraumes bei nichtgesteuertem Strahl. Die
Eindeutigkeit der Umkehrfunktion P, (P, 9,) ist
daher bei den zugelassenen Aussteuerungen S0
lange sinnvoll, als keine Elektronenumkehr statt-
findet. Dies ist auch ohne weiteres einzusehen, da
die Laufzeit eines Elektrons fiir einen gegebenen

Ort und eine bestimmte Eintrittszeit nur einen
Wert aufweisen kann.

Betrachtet man hingegen eine Stelle des Lauf-
raumes zu einer Zeitphase ¢, dann konnen, wie
bereits erwihnt, Elektronen verschiedener Start-
phase an dieser Stelle vorhanden sein und dem-
entsprechend erscheint dann ®, als eine mehrdeu-
tige Funktion noch vor Elntrltt der Elektronen-
umkehr. Die Giiltigkeit der Umkehrung ®, (2,9)
erstreckt sich wiederum bis zum nachsten Ver-
zweigungspunkt, welcher definiert ist durch

oP

()(I)g / ® =konst

=0, (21 b)

Durch diese Beziehung wird die Bedingung fiir
die Uberholung ausgedriickt.
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Abb. 6. Einhiillende der Weg-Zeit-Kurven der Elek-
tronen ohne Beriicksichtigung der Raumladung.

Die Dichte der Raumladung ist nach Gl. (1)
und (6)
P63

& ——(7"1'

P, I

= ——, worin = —
05 0,

9

Q:

An der durch Gl (21b) definiertén Stelle ist da-
her die Dichte der Raumladung unendlich grof.

Die auf funktionentheoretischem Wege gefun-
dene Bedingung (21b) ergibt sich auch aus folgen-
der Uberlegung. Triigt man in einem Weg-Zeit-Dia-
gramm den Ort z, an welchem sich ein Elektron
zur Zeit t befindet, auf, so erhdlt man Bahnkur-
ven, welche die Abszisse bei t = ¢, schneiden
(Abb. 6). Der geometrische Ort der Schnittpunkte
benachbarter Bahnkurven liegt auf der Einhiillen-
den derselben, die in Analogie zur Optik mit Kau-
stik bezeichnet wird*. Lings derselben gilt
aa:/at1 = 8(13/8@1 =0 und somit ergibt sich bei
festgehaltenem ¢ hzw. ¢ (p,=9—9, ,) dieGL (21b).

©®F.Borgnis u E.Ledinegg, Z. techn. Phy-
sik 21, 256 [1940].
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Die bei = 0 eingestromte Ladung I,dt, und die
bei z durchflieBende Idt sind einander gleich. Die
Stromdichte betragt somit

at, _ ; 9,

= = . 22
I Iy dt ¢ do (22)
Driickt man « durch ¢ und ¢, aus. so daB

® = (9, 9,), so gilt bei festgehaltenem x bzw. ®:
oD oP

O=77(—’Z—d¢p+7%—d(pl,
oder
dp, _ Pldp _ 1
dp — B[dp, I,

g

Da langs der Einhiillenden der Nenner dieses Aus-
druckes verschwindet, ist die Stromdichte an den
Stellen der Einholungen unendlich. Die Kaustik
besteht aus zwei Asten (entsprechend der Mehr-
deutigkeit der Laufzeitfunktion), die von einem
Punkte (F) ausgehen. Im Treffpunkt F, der dem
Steuerraum néchstgelegenen Stelle der Ein-
holung, besitzt der Strom nur eine einzige Spitze,
die mit zunehmendem x und ¢ in zwei Spitzen
iibergeht. Da der Strom eine periodische Funktion
der Zeit ist, lilt er sich in eine Fourier-Reihe

entwickeln:
= ZI,,O/V(r,

deren Koeffizienten unter Beriicksichtigung der
Gl. (22) lauten:

27T
1 .
Lw=g- [ I g
0 27

I .
[ vip
= 72; / 0] d(ff1 .
0
Ohne Beriicksichtigung der Raumladung ist

» L% o 4@ (1 — L g d dah
9=<P1-rv1=<?1. (—Qsm:pl)un aher

& 1 Q'Teﬂ(frl— q;[) sin%)d
=T 2.1,/ q;;

b
2
Ordnung bedeutet. Im Argument derselben steht
das BallungsmafBl, Das Verhiltnis der Grund-
schwingung zum Gleichstrom besitzt ein Maxi-

worin J, (v_g )die Besselsche Funktion v-ter

mum von 58% bei q®/2 = 1,84. Bei kleinen Aus-
steuerungen liegt der Treffpunkt, der durch das
Auftreten einer einzigen Stromspitze gekennzeich-
net ist, bei q®/2 = 1. Das maximale Stromver-
hiltnis liegt daher im Bereich der Elektronen-
iiberholung und ist an das Auftreten von zwei
Stromspitzen gekniipft.

Wir wollen nun unter Beriicksichtigung der
Raumladung die Lage z, bzw. ®, der Treffpunkte
ermitteln und wenden die Bedingung (21b) auf
Gl. (11) an. Der so berechnete Wert von &, ist

rV:V’ G
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Abb. 7. Lage der Treffpunkte der Elektronen (Stellen
unendlich hoher Stromdichten) in Abhdngigkeit vom
Ballungsmal bei sehr kleinen Aussteuerungen.

noch von ¢, abhingig, welches so gewéhlt wird,
daB z, der Eintrittsebene des Laufraumes am
nichsten liegt (®, — min). Das Ergebnis dieser
Rechnung ist fiir sehr geringe Aussteuerungen
in den Abb.7 und 8 und fiir ¢ = 0,3 in Abb. 9 dar-
gestellt. In Abb.7 und 9 ist z,/d, =@,/®, in
Abhingigkeit des Ballungsmafles ¢ ®,/2,in Abb.8
hingegen in Abhiéingigkeit von ¢®, /2 fir einige
Werte von x aufgetragen. Bei verschwindender
Raumladung fiihrt der Ausdruck fiir @, , in Uber-
einstimmung mit dem Vorhergehenden, auf
q®,/2 =1. Die entsprechende Kennlinie in Abb.7
ist die Hyperbel (%4)2) (®,/®,) =1. Der Treff-
punkt liegt beim Ballungsmaf} 1 in der Austritts-
ebene und riickt mit steigendem Ballungsmafl in
das Innere des Laufraumes. Mit zunehmender
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Abb. 8. Lage der Treffpunkte in Abhiingigkeit von

g*(l)g_’bei sehr kleinen Aussteuerungen.
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Abb.9. Lage der Treffpunkte in Abhingigkeit vom
Ballungsmal} bei der Aussteuerung ¢ = 0,3.

Raumladung sinkt das erforderliche Ballungs-

mal und erreicht bei x=1,4 den Wert g®2=0,835.

Gleichzeitig bleibt an dieser Stelle der Wert von

;()I— ®,4, = 1 unveréindert (Punkt C| in Abb.8). Bis

zu einer bestimmten Stromdichte kommt man also

mit geringeren Aussteuerungen aus. Die Raum-
ladung wirkt daher auf die Ausbildung einer
Stromspitze nicht defokussierend, sondern unter-
stiitzt vielmehr durch Verlingerung der Laufzeit
im Laufraum die Einholung der Elektronen. Stei-
gert man weiterhin die Raumladung (x > 1,4), so
riickt der Treffpunkt in das Innere des Laufrau-
mes. Entsprechend enden in den Abb.7 bis 9 die
Kennlinien auf der gestrichelten Linie C,—0,,
lings welcher die Parameterdarstellung gilt:

o b D 16
_ po—yy &9 ( P
o= )
9

Im vorhergehenden Abschnitt wurde festgestellt,
daf bei einer Raumladungskonstante von x — 1,32
am Ende des Laufraumes die Wechselkompo-
nente der Elektronengeschwindigkeiten verschwin-
det. (Die Abweichung gegeniiber x — 1,4 rithrt
her von der zugelassenen Niherung durch Ab-
brechen nach demzweiten Gliede der GI. (17)). Bei
hoheren Werten von x liegen die Stellen verschwin-
dender Aussteuerung innerhalb des Laufraumes,
decken sich jedoch nicht mit den Endpunkten der
Kennlinien (lings C,—C,), sondern sind diesen
gegeniiber gegen die Austrittsstelle hin verscho-
ben. In den Abb.7 bis 9 sind sie durch horizon-
tale Striche gekennzeichnet. Liings C,—0, besitzt
daher die Elektronengeschwindigkeit noch eine
Wechselkomponente, die jedoch fiir eine Ein-
holung nicht mehr ausreicht, da sich an dieser
Stelle ein Beschleunigungsfeld befindet.

Mit Hinblick auf GI. (20) erhilt man den Wir-
kungsgrad bei Beriicksichtigung der Raumladung,
wenn man in Gl. (23) den statischen Laufzeitwin-
kel durch @, ersetzt. Fiir die Grundschwingung
gilt dann

I q (q (py)
n:TIZJl (E_@g):Jl (*2* (139!.6:;_ .
K4 2

Das Verhéltnis <I>y/¢)g, weicht nur wenig von
®/®, ab. Der nach Gl. (24) berechnete Wirkungs-
gradhbesitzt einen Hochstwert von 44% léangs der
Kennlinie x = 0. Mit zunehmender Stromdichte
nimmt er ab. In der Austrittsebene behilt er je-
doch den Hochstwert von 44% bei, solange x <1,4.

Durch Zulassung von Uberholung wird der
Wirkungsgrad erhoht. Dessen Héchstwert be-
tragt im raumladungsfreien Fall nach Webster

11 An Stelle von @y (1 + 8) ist hierbei der exakte
Wert von @&y aus Gl. (11a) zu verstehen.

(24)
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58% bei einem BallungsmaB von 1,84. Der Treff-
punkt liegt bei ®,/®, = 0,55 (Abb. 7). Dieser hohe
Wirkungsgrad setzt eine unverminderte Aus-
steuerung innerhalb des Laufraumes voraus. In-
folge der Abnahme der Wechselkomponente der
Geschwindigkeit kann man nur mit einer be-
schrinkten Wirkung des Uberholungseffektes
rechnen. Aus der vorliegenden Untersuchung l1at
sich immerhin erkennen, daf innerhalb der zu-

gelassenen Stromdichten Wirkungsgrade zwischen
44 und 58% zu erwarten sind.

Zufolge der Gl. (9) steigt die zuldssige Strom-
dichte bei vorgegebenem @ mit abnehmender Wel-
lenldnge rasch an. Der Hochtastbetrieb von Trift-
rohren eignet sich daher besonders fiir kurze
Wellen.

Meinem Mitarbeiter Hrn. H. Pachmann (Prag)
danke ich fiir die Priifung der Ergebnisse dieser Arbeit.

NOTIZEN

Zur Existenz von zwei Massenwerten
fiir Mesonen

Von Kurt Hogrebe
Physikalisches Institut der Universitit Heidelberg
(Z. Naturforschg. 3a, 61 [1948]; eingegangen am 21. Dez. 1947)

Kiirzlich wurde von Lattes, Occhialini und
Powell?! die Existenz von zwei Mesonen verschie-
dener Masse festgestellt. Sie fanden, daf der Massen-
unterschied kleiner als 100 m, (me = Elektronen-
masse) und das Massenverhiltnis grober als 1,5 ist.
Diese beiden Ungleichungen sind nur dann erfiillbar,
wenn die schwerere Mesonenmasse < 300 m, und die
leichtere < 200 m, ist.

Dies veranlaBte mich zu einer statistischen Aus-
wertung von 56 in der Arbeit von Frette r? und
der Zusammenstellung von Hu ghes? mitgeteilten
Mefergebnissen, die Mesonenmassen zwischen 100 und
300 m, lieferten. Hierbei wurden die MeRergebnisse
unter 100 m, nicht beriicksichtigt, da die Beobachter
hierfiir Fehlergrenzen >100 m. angeben. Ebenso
wurden die in den obengenannten Arbeiten enthal-
tenen 6 Massenwerte iiber 300 me von der Betrach-
tung ausgeschlossen, weil sie sich auf Grund der an-
gegebenen Fehlergrenzen nicht auf Mesonenmassen
unter 300 m, beziehen konnen. Die restlichen 56 Mas-
senwerte wurden entsprechend den angegebenen Feh-
lergrenzen mit Gewichten versehen; die dann sich er-
gebende Verteilungskurve wurde nach der Methode
der kleinsten Quadrate ausgeglichen.

Das Ergebnis 1iBt eine Hiufung der Massenwerte
bei my = 237m, und m: = 171 m, erkennen (Abb. 1).
In der Abbildung sind die mit den jeweiligen Gewich-
ten multiplizierten Hiufigkeiten der Massenwerte, fir
je 10 m¢-Einheiten zusammengefafit, in Abhingigkeit
von den gemessenen Massenwerten aufgetragen. Zum
Vergleich ist die zweikomponentige GauBische Fehler-
kurve eingetragen, die sich aus der Ausgleichung er-
gibt. Die weitere Auswertung zeigt, dafB die Verteilung
der MeBwerte um die beiden Punkte my=237Tm,

’

1 0. N. G Lattes, G. P. S. Occhialini u
C. F. Powell, Nature [London] 159, 694 [1947]
160, 453, 486 [1947].

und m. = 171 m, ganz zufallsmifig ist; systematische .
Abweichungen von der Fehlerkurve treten nicht mehr
auf. Die Genauigkeit der beiden angegebenen Massen-
werte my — 237m, und m.= 171m, betrigt etwa
+ 10 m,.

Das Massenverhiltnis ist 1,39, also kleiner als das
von Lattes, Occhialini und Powell im Mittel gefun-
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Abb. 1. Relative Hiufigkeit der gewogenen MeBergeb-
nissé in Abhingigkeit von der gemessenen Mesonen-
masse.

dene Verhiltnis von 1,9. Es ist daher fraglich, ob man
die Werte von 237 me und 171 me dem s- bzw. u-Meson
dieser Autoren zuordnen kann, oder ob dem m-Meson
ein dritter Massenwert zwischen 300 und 450 m, zu-
kommt. Falls man jedoch annimmt, daf die Masse des
p-Mesons 171 m, ist, so wiirde nach Uberlegungen von
Lattes, Occhialini und Powell ein Massenverhéltnis
von 1,39 auf Grund der gemessenen Reichweite der
p-Mesonen von 614 u Emulsion bedeuten, dab das beim
Zerfall des m-Mesons miterzeugte zweite, nicht ioni-
sierende Teilchen eine Masse hat, die klein gegen die
Mesonenmassen ist.

2 William B. Fretter,
[1946].
3 Donald J. Hu ghes, Physic. Rev. 71, 387 [1947].

Physic. Rev. 70, 625



